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room.
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9. Calculators, mobile phones and any digital means of communication
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of zero (0), and will be investigated according to the regulations of

Yükseköğretim Kurumları Öğrenci Disiplin Yönetmeliği.

1. Sınav süresi toplam 90 dakikadır.

2. Soruların her bölümünün kaç puan olduğu yanlarında belirtilmiştir.

3. Tüm sorular İngilizce’dir. Cevaplarınızı İngilizce veriniz.

4. Sonuca ulaşmak için yaptığınız işlemleri ayrıntılarıyla gösteriniz.

5. Sınav 8 sayfadan oluşmaktadır. Lütfen eksik sayfa olup olmadığını kon-
trol edin.

6. Sınav süresi sona ermeden sınavınızı teslim edip çıkmak isterseniz, sınav
kağıdınızı gözetmenlerden birine veriniz ve sınav salonundan sessizce
çıkınız. Sınavın ilk 20 dakikası ve son 10 dakikası içinde sınav salonun-
dan çıkmanız yasaktır.

7. Cep telefonunuzu kapatınız ve size verilen zarfın içine koyunuz. Zarfı,
sınav süresi bitene kadar ya da sınav salonundan çıkana kadar
açmayınız.

8. Sınav esnasında öğrenciler arasında, sözlü ya da sözsüz, her türlü
iletişim kesinlikle yasaktır. Sınavını erken bitiren öğrenciler, diğer
öğrencilerle hiç bir şekilde iletişim kurmadan sessizce sınıftan çıkmalıdır.

9. Sınav esnasında hesap makinesi, cep telefonu ve dijital bilgi alışverişi
yapılan her türlü malzemelerin kullanımı ile diğer silgi, kalem, vb.
alışverişlerin yapılması kesinlikle yasaktır.

10. Çanta, palto, kitap ve ders notlarınız gibi eşyalarınız sıraların üzerinden
ve yanınızdaki sandalyeden kaldırılmalıdır. Sınav süresince bu tür
eşyaları kullanmanız yasaktır, bu nedenle ihtiyacınız olacak herşeyi
sınav başlamadan yanınıza alınız.

11. Her türlü sınav, ve diğer çalışmada, kopya çeken veya kopya çekme
girişiminde bulunan bir öğrenci, o sınav ya da çalışmadan sıfır (0) not

almış sayılır, ve o öğrenci hakkında Yükseköğretim Kurumları Öğrenci
Disiplin Yönetmeliği hükümleri uyarınca disiplin kovuşturması yapılır.
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Definition We write lim
x→c

f(x) = L if and only if, for all ε > 0, there exists δ > 0 such that for all x,

0 < |x− c| < δ =⇒ |f(x)− L| < ε.

Question 1 (The Precise Definition of a Limit)

[20 pts] Use the definition above to prove that lim
x→2

3x2 − 12

x− 2
= 12.

Let ε > 0. Choose δ = ε
3 . Then for all x we have that

0 < |x− 2| < δ =⇒
∣∣∣∣3x2 − 12

x− 2
− 12

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣3(x− 2)(x+ 2)

x− 2
− 12

∣∣∣∣
= 3 |(x+ 2)− 4|
= 3 |x− 2|
< 3δ

= ε.

Therefore limx→2
3x2−12
x−2 = 12.
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Question 2 [1 pt] Please write your student number at the top-right of this page.
Student No:
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Question 3 (Arc Length)

[20 pts] Find the length of the curve y =
x4

4
+

1

8x2
from x = 1 to x = 2.

We calculate that
dy

dx
=

d

dx

(
x4

4
+

1

8x2

)
= x3 − 2

8x3
= x3 − 1

4x3

and

1 +

(
dy

dx

)2

= 1 + x6 − 1

2
+

1

16x6
= x6 +

1

2
+

1

16x6
=

(
x3 +

1

4x3

)2

.

The length of the curve is

L =

∫ 2

1

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx =

∫ 2

1

x3 +
1

4x3
dx =

[
x4

4
− 1

8x2

]2

1

=

(
16

4
− 1

32

)
−
(

1

4
− 1

8

)
=

128

32
− 1

32
− 8

32
+

4

32
=

123

32
.

1 2

y = x4

4 + 1
8x2

x

y

Length of curve =
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Question 4 (Volumes Using Cylindrical Shells) The region bounded by y =
√
x, y = 2x− 1 and x = 0 is shown above.

This region is rotated about the y-axis to generate a solid.
[20 pts] Use the shell method to calculate the volume of the solid.

First we calculate that
2x− 1 =

√
x

4x2 − 4x+ 1 = x

4x2 − 5x+ 1 = 0

x2 − 5

4
x+

1

4
= 0

(x− 1)(x− 1

4
) = 0.

Since 2
(

1
4

)
− 1 = − 1

2 6=
1
2 =

√
1
4 , the curves must intersect when x = 1.

As shown on the figure above, we have that

shell radius = x

shell height =
√
x− (2x− 1) =

√
x− 2x+ 1.

Therefore the volume of the solid is

V =

∫ 1

0

2π
(

shell
radius

)(
shell

height

)
dx

= 2π

∫ 1

0

x
3
2 − 2x2 + x dx

= 2π

[
2

5
x

5
2 − 2

3
x3 +

1

2
x2

]1

0

= 2π

(
2

5
− 2

3
+

1

2

)
− 2π(0− 0 + 0)

=
7π

15
.

Volume =

4/8



Question 5 (Inverse Trigonometric Functions)

[20 pts] Calculate

∫
3 dr√

5− 4r2 + 8r
.

[HINT: First write 5− 4r2 + 8r in the form a2 − u2.]

First note that

5− 4r2 + 8r = 5− 4(r2 − 2r) = 5− 4(r2 − 2r + 1− 1) = 5− 4(r2 − 2r + 1) + 4 = 9− 4(r − 1)2

Let u = 2(r − 1) = 2r − 2. Then du = du
dr dr = 2 dr. It follows that∫

3 dr√
5− 4r2 + 8r

=

∫
3 dr√

9− 4(r − 1)2
=

3

2

∫
du√

32 − u2
=

3

2
sin−1 u

3
+ C =

3

2
sin−1

(
2r − 2

3

)
+ C.

∫
3 dr√

5− 4r2 + 8r
=
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Question 6 (Indeterminate Forms)

[19 pts] Calculate lim
x→π

2
−

(
x− π

2

)
secx.

[State which rules, if any, you are using.]

We calculate that

lim
x→π

2
−

(
x− π

2

)
secx = lim

x→π
2

−

(
x− π

2

)( 1

cosx

)
= lim
x→π

2
−

x− π
2

cosx

= lim
x→π

2
−

d
dx

(
x− π

2

)
d
dx cosx

= lim
x→π

2
−

1

− sinx

=
1

−1

= −1

by l’Hôpital’s Rule.

lim
x→π

2
−

(
x− π

2

)
secx =

6/8



this page is empty
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cos θ = sin
(
π
2
− θ

)
cos2 θ + sin2 θ = 1

1 + tan2 θ = sec2 θ

1 + cot2 θ = cosec2 θ

cos(A+B) = cosA cosB − sinA sinB

sin(A+B) = sinA cosB + cosA sinB

cos 2θ = cos2 θ − sin2 θ

sin 2θ = 2 sin θ cos θ

cos2 θ = 1
2
(1 + cos 2θ)

sin2 θ = 1
2
(1− cos 2θ)

cos 0 = cos 0◦ = 1

cos π
6
= cos 30◦ =

√
3

2

cos π
4
= cos 45◦ = 1√

2

cos π
3
= cos 60◦ = 1

2

cos π
2
= cos 90◦ = 0

sin 0 = sin 0◦ = 0

sin π
6
= sin 30◦ = 1

2

sin π
4
= sin 45◦ = 1√

2

sin π
3
= sin 60◦ =

√
3

2

sin π
2
= sin 90◦ = 1

(uv)′ = uv′ + u′v(u
v

)′
=
u′v − uv′

v2

(f ◦ g)′ (x) = f ′ (g(x)) g′(x)(
f−1

)′
(x) =

1

f ′ (f−1(x))

av(f) =
1

b− a

∫ b

a
f(x) dx

V =

∫ b

a
A(x) dx

V =

∫ b

a
π
(
R(x)

)2
dx

V =

∫ b

a
π
((
R(x)

)2 − (r(x))2) dx
V =

∫ b

a
2π
( shell
radius

)( shell
height

)
dx

L =

∫ b

a

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx

S =

∫ b

a
2πy

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx

d
dx
xn = nxn−1

d
dx

sinx = cosx

d
dx

cosx = − sinx

tanx = sin x
cos x

d
dx

tanx = sec2 x∫
tanx dx = ln |secx|+ C

secx = 1
cos x

d
dx

secx = secx tanx∫
secx dx = ln |secx+ tanx|+ C

cotx = cos x
sin x

d
dx

cotx = − cosec2 x∫
cotx dx = ln |sinx|+ C

cosecx = cscx = 1
sin x

d
dx

cosecx = − cosecx cotx∫
cosecx dx = − ln |cosecx+ cotx|+ C

d
dx

sin−1 x
a
= 1√

a2−x2

d
dx

tan−1 x
a
= a

a2+x2

d
dx

sec−1 x
a
= a

|x|
√
x2−a2

d
dx
ex = ex

d
dx

ln |x| = 1
x

sinhx = ex−e−x
2

coshx = ex+e−x

2

cosh2 x− sinh2 x = 1

sinh 2x = 2 sinhx coshx cosh 2x = cosh2 x− sinh2 x

cosh2 x = cosh 2x+1
2

sinh2 x = cosh 2x−1
2

tanh2 x = 1− sech2 x coth2 x = 1 + cosech2 x

d
dx

sinhx = coshx d
dx

coshx = sinhx

d
dx

tanhx = sech2 x d
dx

cothx = − cosech2 x

d
dx

sechx = − sechx tanhx d
dx

cosechx = − cosechx cothx

sech−1 x = cosh−1 1
x

cosech−1 x = sinh−1 1
x

coth−1 x = tanh−1 1
x

d
dx

sinh−1 x
a
= 1√

a2+x2
(a > 0)

d
dx

cosh−1 x
a
= 1√

x2−a2
(x > a > 0)

d
dx

tanh−1 x
a
= a

a2−x2 (x2 < a2)

d
dx

coth−1 x
a
= a

a2−x2 (x2 > a2)

d
dx

sech−1 x
a
= −a

x
√
a2−x2

(0 < x < 1)

d
dx

cosech−1 x
a
= −a
|x|
√
a2+x2

(x 6= 0, a > 0)
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