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Student ID # / Ogrenci Numarast Professor’s Name / Ogretim Uyesi
e Kopya ¢eken veya kopya ¢cekme girisiminde bulunan bir 6grenci Soru Puan | Puamniz
siavdan 0 (sifir) not almig sayilir.
e Hesap makinesi ve cep telefonunuzu kiirsiiye birakiniz. 1 25
e Bir sorudan tam puan alabilmek icin, islemlerinizi aciklamak
zorundasiniz. Bir cevapta "gidis yolu" belirtilmemigse, sonucunuz 2 25
dogru bile olsa, ya ¢ok az puan verilecek ya da hi¢c puan 3 25
verilmeyecek.
e Kapak sayfasini MAVI tiikenmez kalem ile doldurunuz. 4 25
 Sinav siiresi 80 dakika.
Toplam | 100
Yandaki tabloya hi¢bir sey yazmayiniz.
Elementer Laplace Déniisiimleri: a,b € R, n € N, Z{f(t)} mevcut ve F(s) = .Z {f(¢)} olarak alahm.
1
of{l}z;,s>0 1 s
. ,‘f{cosat}:%,s>0 ° f{f(Cf)}:zF(E)7C>0
o L} = ,$>a, s°+a —cs
s—a . a o Luc(t)f(t—c)p=e “ZL{f(1)}
n! (] f{slna[}:m,s>o o—CS
. f{z”}:ﬁ,s>0, N o L{u(t)} = ,s>0
| (] f{coshat} =5 5 s > Ial $
« 2oy " s —a o L{e (1)} =F(s—a)
(s—a)r* . __a B
) o Z{sinhat} a2 |al o L{e cosbt} = : s )2a+b2
T o3 — sS—a
L[] g{ea smbl‘} = m

1. (a) 2% —y=2t,y(0) = yo, yo € R denklemini ¢oziiniiz.

f L t
——dt JEp—
),:e' 2 = e 2

Denklemin genel ¢coziimii

NI~

yt)=e

Solution: 2% —y = 2t denklemi lineer diferansiyel denklemdir. Denklemin integrasyon ¢arpanini bulalim.

/tefédt
y() = e? (—2te£ +2 / eédt)
y(t) = e? (—Zt(f% —de 2 —|—C)
y(t) = —2t —4+Ce?

olarak bulunur. y(0) = yo baslangi¢ kosulu kullanildidinda y(0) = —4 4 C = yp = C = yp +4 bulunur. Dolayisiyla,
y(t) = =2t — 4+ (yo +4)e? dir.

(b) m o If yg < a then y(1) — —oo as ¢ — oo,
o If yo > a then y(t) — oo as t — co.
olacak sekildeki a € R sayisini bulunuz.

Solution: Eger yo+4 < 0 ise t — oo iken (yg +4)e2 — —oo, dolayistyla y(r) — —oo.
Eger yo+4 > 0 ise 1 — oo iken (yg +4)eZ — oo, dolayistyla y(r) — oo
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2x—3y
, . . . e
2. (a) [15puan |y = 3t 5y diferansiyel denkleminin genel ¢dziimiinii bulunuz.
Solution: First Way: Verilen denklemde x — Ax ve y — Ay alindi§inda

,  2Ax—3Ay A(2x—3y) 2x—3y
Y T 3Ax+54y  A(3x+5y)  3x+5y

oldugundan denklem homojen diferansiyel denklemdir. Dolayisiyla y = vx degisken dontisiimii kullanilir.

—vxéﬂ—xﬂ—&—v
= dx  dx
dv 2x—3vx  2-3v

XEH: 3x+5vx  345v
_ 2—3y—3v—5° _ 2—6v—>51?2
3+5v 345
dv 2—6v—>51?2
YT 315y
3+5v dv:@
2 —6v— 512 x

x@_ 2—3v_v
dx  3+5

3+5v B @
2—6r—52""" ) &

1
—§1n|2—6v—5v2\ = Inx+InC

2—6v—57 =
VoY (Cx)?
2
y oy 1
262 -5 =
x xr  (Cx)?

1
2)(276xy75y2 =D,D= reo)

Second Way: Verilen diferansiyel denklemi (3y —2x)dx+ (3x+5y)dy = 0 seklinde yeniden diizenleyelim.M (x,y) =
3y —2x ve N(x,y) = 3x+ 5y alalim. M, = Ny = 3 oldugundan verilen denklem tam diferansiyel denklemdir. Buna

gore F(x,y)dx+ F(x,y)dy =0 olacak sekilde bir F(x,y) = 0 fonksiyonu vardir. Dolayistyla

Fe=M(x,y) =3y—2x= F(x,y) :/(3y—2x)dx:>F(x,y) =3xy— x> +h(y)
2

5
F,=N(x,y) =3x+5y=F =3x+h'(y) =3x+5y=h(y) = %—I—C
5 2
F(x,y) :3xy—x2+%+C:0

(b) y' — 6y +9y =0, y(0) =0, y(0) = 3 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Solution:
P—6r+9=0=(r—32=0=>r=rn=3
y(x) = c1e¥ 4 coxe™

Baglangis deger probleminin ¢éziimii ise
y(0)=0=y(0)=c; =0

Y (0)=3=y =3c1e¥ +3coxe™ +c2e¥ =y (0) =3¢+, =3=c,=3
y(t) = 3xe™

olarak elde edilir.
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3. x = {_3 4 _11} x, x(0) = [_21} baglangi¢ deger probleminin ¢oziiniinii bulunuz.

Solution: Birinci Yol: The eigenvalue and the corresponding eigenvectors of matrix A = [_3 4 _11} are obtained

by as follows

1

Y SAT=24+1=0=A—10=0= 24 =A=1

A—MI=0:$’3_47L ‘=o:(3—1)(—1—z)—1(_4):

3-1 1
4 —1-1

e I LN B Y 1 e o B P S R A PO S

The general solution of the given system is

)»1:12:1:>(A—1)v:0:>[

Let us find arbitrary coefficients ¢; and ¢, by using initial value x(0) = [ 21}

x(0) = [_21} =x(0) = {_12} +c {ﬂ = [_21} =c =2andc; =3

Therefore, the solution of the initial value problem is

_ I 1 0\ ;
x(1)=2 [_2} e+3 ({_2} t+ [J) e
2 3 0\ ;
=[] (13r )
3t+2 |,
x(1) = { 6t — 1]
Alternatif olarak denklem sisteminin ¢oziimiine agagidaki adimlar: da takip ederek ulasabiliriz.
< e te' c1
=2 (“2t+1)é | e

3 v

te' 2 3r+2 o
2e (=2t+1)e'| |3 —6t —1

=¥ = [26’ (2t+1)e’] =¥ ()=

1
o2t
x(t) =P (1)¥ ' (0)x(0) = [_zef (—2t1i1)et] { } [ }
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ikinci Yol : Diferansiyel denklem sistemini Laplace Doniisiimii yardimiyla da ¢ozebiliriz. Buna gore

T

5.2 {x} —x(0) = {_34 _11} 21{x}

(sl—[_34 jlbz{x}:xm)
e
2w=[ 2 A= emerme [ 1A

1[ 2(s+1)+1(-1) }_1[2s+1'
s2—2s+1 [(—4)2+(s—3)(—1) =53]

< = —
x s2—2s+1

25+ 1

(s—1)?
—s—3
G-17
2s4+1  2(s—1)+3 2 3

(s—12  (s—12 s—1 (s—1)2
—s—5 —(s—1)—6 1 6

x(t)=2"!

(s—1)2 (s—1)2  s—1 (s—1)2
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4. x = {_21 _32} X+ {_IJ ¥, x(0) = [8} baglangi¢ deger probleminin ¢6ziimiinii bulunuz.

2

3 e .. g
1 _2} matrisinin 6zdeger ve dzvektorlerini bulalim.

Solution: Birinci Yol: A = {

3

A—All=0= ‘2_11 _2_/1’ —(2-A)(=2-2)=3(-1)=A%—1=0=A = land b = —

Alzl:,(A—l)v=0:>[1 3 ]N[l (3) ]:w:{_f-

0 0
~1 =310 0 0|0 ]
3 310 1 1|0 —1]
ll——1:>(A+I)W—0:>[_1 —IO]N 0 00]:>W—|:1_
-3¢ —e! _ 1 et et _ 1{1 1]
P = { e e’ } =) = —3+1 [—el —3e’} =¥ 1(0)775 [—1 -3

t -

X(t) = 1[3e'—e™ 3¢’ —3e7"| |0 +1 3¢ —e! 3¢l —3e”! /1 3¢ —et 3e -3t [ dx
T2 te! —e+3e7| 0] T2 |- tet —e+3e|) 2| —e T+ —e 436 | —e*
5 |

t
1 {3e’—e’ 3e’—3e’] /l |:3€ — 3 — 36" 4 3¢3]

x(1) = 2 |—ef+e —ef 43t —e et 3e3x_ dx

t
1 {3 —e! 3¢ —3e
x(1) = 2 {—eﬂ—e‘ —e +3e’} / [ dx
0

& 17

3¢ —e! 3e! —3e! = 2

x(t) = 5 |:_et_|_et —et+3e’} 3;Bt - 31
3 3

X(t) = 1 ([3e¥ — ¥ —3e¥ + 3¢ n =3¢’ +e' +3e —3e”!
T\ | e FeH et -3 e —et—e +3e!

L o, T—1]
x(t)—3[_1}e +3{1]e
ikinci Yol : Oncelikle ' = Ax homojen sisteminin genel ¢6ziimiinii bulalim.

3

A—AIl=0= ‘2__11 _2_1’:(2—1)(—2—1)—3(—1):),2—1:0=>)»1=land/12:—

S R
SR

3 310
1
3
xh = l]e—i—cz

~
~

S = S =

M=—-1=A4+DHw=0= [

3
0
1
-1 - 0

l—|
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X,,’yi ise Belirsiz Katsayilar Metodunu kullanarak belirleyelim.

2t

3 1]
X, = {_1 _2} xl,,—k[_1 e

24 o [2 3 1[A] & 1] o [2443B+1] o
[23}6 {—1 —2] Me Tl T —a—2B-1)¢
24 =24+3B+1 11

B—-A-28-1 ~A4=3 3

Ayrica x,,’yi belirlemek i¢in parametrelerin degisimi metodu da kullanilabilir.

—t

X, :‘P(t)/‘l‘*'(t)f(t)dt = [_j,et —;t } =¥l = —% -ie, 636,}

—3¢l  —e ! | eit e ! eZt
=1 g ot /_5 Lol 36| | e dt
—3¢t —e!] 0
Xp = [ ol e / {_6311| dt
-3¢ —e! 0 1[1],
Xp = { o ! } [le3t] =3 [_J e
3

_ _ |
Verilen diferansiyel denklem sisteminin genel ¢oziimii X(¢) = x;, +X, = ¢/ 13 e +c [ 11] e '+ 3 [_11] e? olarak

bulunur. ¢ ve c; sabitlerini belirleyebilmek i¢in baslangi¢ kosulunu kullanalim.

1
0 -3 1] 1]1 —3cr—et+ =0 1
X(O):|:0:|jX(O)ZC]|:1:|+C2|:1:|+3|:_1:|:> 1 3 :>C]:0,C2:§
CI+C2_§:0

11— 1 ..
Baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii asagidaki gibidir. x(f) = x, +x, = 3 { l} e+ = {_11} e? . Uciincii Yol :
Laplace Doniistimii kullanarak ¢oziim.

(o[ 2)em=[1]
om0

2

| 1 1 s—1

fs=2 3 s b [s+2 03 e I T
f{X}—{ 1 s—|—2} LT =2)(s+2)+3 | -1 s=2)| 1 | T g2—1| s+l

s—1 1 1 1 I 1

(5—2)5—D)(s+1) (s—2)(s+1) 3s5—2 3s+1

—s+1 o L1
(s—2)(s—1)(s+1)  (s—=2)(s+1)  3s—2 3s+1
l 1 1 1
x([):f” 31s 2 +3 S+11
3s—2 3s+1

x(t) = % [_11} o +% [—11] e




